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1. Параллельный отрезок в треугольнике 

B 

 

ΔDBE  ΔABC 

D ____________E 

BC AD 

ΔBOC  ΔDOA 

Полезные факты 

Типичные случаи подобия треугольников 

Отношение отрезков. Подобие треугольников 

O 

А C 

А D 

2. "Песочные часы" 
 

В С 

ΔADE  ΔABC 

4. Перпендикуляр, опущенный на гипотенузу 

ΔCBD  ΔABC 

E 

А 

D 

3. Высота, проведенная к гипотенузе 
А 

ΔACD  ΔCBD 

ΔACD  ΔABC 

С В В С 

D 

DE    AC 



CH 

AC 
= cosС 

ΔAОB  ΔKОН 
ΔBOН  ΔACH 

ΔAСН  ΔBOH 
ΔAСН  ΔBCК  

ΔВОН  ΔBCK 

ΔAОК  ΔBОН  

ΔAОК  ΔАСН 

5. Высоты, проведенные в треугольнике I 

О 

К 

Н 

О 

К 

Н 

А С 

В 
6. Высоты, проведенные в треугольнике II 

В 
ΔСНK  ΔCAB k = 

С А 

AE ∙ BE = DE ∙ CE 

теорема о секущих 

ΔВЕС  ΔDEA   = 
BE CE 

DE AE 

теорема об отрезках  

пересекающихся хорд 

AE ∙ BE = DE ∙ CE 

AE DE 
 = 

CE BE 
ΔADE  ΔCBE 

E 

E 

7. Пересекающиеся хорды 
В 

А 

D 

С 

8. Четырехугольник вписан в окружность - продлим  

противоположные стороны до их пересечения 
А 

В 

С 
D 



теорема о касательной  

и секущей 

AB2 = AD ∙ AC 

ΔAВD  ΔACB  = 
AC AB 

АВ - касательная, АС - секущая 

AB AD 

9. Касательная и секущая 

D 

В 

А 

С 



Р едкие теоремы планиметрии 

Доказательство: 

СЕ АВ (по построению) 

ΔАС1В1  ΔСЕВ1  
АС1 В1А 

= 
СЕ СВ 1 1 В А 

АС1 ∙ СВ1 

 СЕ = (1) 

  С1В  ВА1 

1 

= 
СЕ А С 

ΔС1ВА1  ΔЕСА1   СЕ = 
 С1В ∙ А1С  

ВА1 
(2) 

= 

Приравнивая (1) и (2), получим:  

АС1 ∙ СВ1 С1В ∙ А1С 

В1А ВА1 

АС1 ВА1 СВ1 
∙ ∙ 

С1В А1С В1А 
= 1 Отсюда: 

АС1 ВА1 СВ1 
∙ ∙ 

С1В А1С В1А 
= 1 

1. Теорема Менелая. 
Пусть на сторонах АВ, ВС и продолжении стороны АС треугольника АВС взяты соответственно точки С1,  

А1 и В1. Точки А1, В1, С1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда выполняется равенство: 

Е 

A1 

B 

C A 

С1 

B1 



2. Теорема Чевы. 

Пусть на сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1 и В1. Прямые АА1,  

ВВ1, СС1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда выполняется равенство: 

Доказательство: 

(1) 

(2) 

АС1  ВА1  СВ1  

С1В А1С В1А 

SΔAOB 

SΔBOC 

= 
AQ 

CP 

AQ  BB1, CP  BB1  

SΔAOB = 0,5 ∙ OB ∙ AQ ; SΔBOC = 0,5 ∙ OB ∙ CP ; 

ΔАQВ1  ΔСPВ1  = 
АQ В1А 

СP СВ1 

Из (1) и (2) следует: Аналогично: 
SΔAOС 

= 
SΔBOC 

АС1  

С1В 

SΔAOB В1А 
= 

SΔBOC СВ1 

SΔАОВ ВА1 

= 
SΔAOC А1С 

 

(5) 

∙ ∙ = 1 (*) 

(3) (4) 

Подставим (3), (4) и (5) в равенство (*): 
S 

∙ 
S ΔBOC ΔAOC 

SΔAOС SΔАОВ SΔBOC 
∙ 

S ΔAOB 

= 1; 1 = 1 (верно) 

P 

A 1 

O 

B 

C A 

С1 

В1  

Q 



Доказательство: 

= + 
ВО ВА1 ВС1 

ОВ1 А1С С1А 

DE AC 

= = 
AC AC 

= + 
BO DE DB + BE DB  BE  

OB1    AC AC 
ΔАOC  ΔDOE  (1) 

ΔEBA1  ΔACA1  = (2) 
BE BA1 

AC A1C 

DB BC1 

AC C1A 
ΔBDC1   ΔACC1  = (3) 

Подставив (2) и (3) в (1), получим: = + 
ВО ВА1 ВС1 

ОВ1 А1С С1А 

3. Теорема Ван-Обеля. 
Пусть на сторонах АВ, ВС и АС треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1 и В1. Если прямые 

АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в одной точке, то имеет место равенство: 

E D 

A1 

O 

В 

C A 

С1 

В1 



SΔABD 

= 
SΔСВD 

АD  

CD 

Отношение площадей. 

A C 

Полезные факты 
1. Если два треугольника имеют равные высоты, то отношение их 

площадей равно отношению длин оснований (сторон, на которые  

опущены эти высоты) 

B 

E D 

SΔABC 

= 
SΔADC 

BH  

DK 

H K 
А С 

В 

2. Если два треугольника имеют одинаковое основание, то отношение их  

площадей равно отношению высот, проведенных к этому основанию: 
D 



S1 

= k2 

S2 

SΔADE 

= 
SΔABC 

∙ 
AD AE 

AB AC 

4. Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату  

коэффициента подобия 

А С 

3. Площади треугольников, имеющих равный угол, относятся как  

произведения сторон, заключающих этот угол 
В 

D 

E 



АМ 

СМ S 2 

S1 S3 

4 

= 
S 

= 
S1 

S 3 

BO S2 

 4 

S3 

SΔABO 

S ΔBCO 

AM 
= 

CM 
S2 

5. 

А С 

СВОЙСТВО "ДЕЛЬТАПЛАНА" 

Для любой точки О на чевиане ВМ треугольника АВС площади треугольников  

АВО и ВСО относятся как отрезки АМ и СМ. 
В 

М 

S1 

O 

S4 
= 

OM 
=   

S 
 



BO S1 S2 

S 
= 

OD 
=   

S 
; 

4 3 

S1 ∙ S3 = S2 ∙ S4 

S2 S1 

S3 S4 

6. СВОЙСТВО "ВОЗДУШНОГО ЗМЕЯ" 

O 
А 

Если диагонали разбивают четырехугольник на четыре треугольника,  

то произведения площадей треугольников, прилегающих к его  

противоположным сторонам, равны. 
В 

С 

D 



1. Биссектриса AD треугольника АВС делит его медиану ВМ пополам.  

     а) Докажите, что площадь треугольника АСD вдвое больше площади  

треугольника ABD 

б) В каком отношении медиана ВМ делит биссектрису AD 

BD 1 
= ; 

DC 2 
SΔABD 

SΔACD 

= = 
BD 1 

DC 2 
 SΔACD = 2SΔAВD 

BD 2 1 
∙ ∙ = 1; 

DC 1 1 

BD CA MO 
∙ ∙ 

DC AM OB 
= 1; 

2 cпособ 

а) По теореме Менелая для ΔВМС и секущей AD: 

 SΔACD = 2SΔAВD 
S ΔACD 

ΔABD 

= = 
1 

CD 2 

BD 1 
= ; 

CD 2 
АВ = АМ = 

1 S BD 

2 
АС; 

АО - биссектриса и медиана ΔАВМ  ΔАВМ равнобедренный 

1 cпособ 

ВD AB 

CD AC 
= (свойство биссектрисы) а) K О 

D 

C 

B 

М 
A 

= ; 

3 cпособ 

а) Проведем МК AD.  Тогда К - середина CD (по т.Фалеса), СК = DK 

Аналогично D - cередина ВК, BD = DK; Значит, BD = DK = CK и  SΔACD = 2SΔAВD 

BD 1 SΔABD 

CD 2 SΔACD 

= = 
BD 1 

DC 2 



SΔABD 

SΔACD 

= = 
BD 1 

CD 2 
 SΔACD = 2SΔAВD 

ΔBOD ΔNOA (по двум углам), BD : AN = BO : ON = 1 : 3  

AN = BC  BD : BC = 1 : 3, BD : CD = 1 : 2 

а) На продолжении медианы ВМ отложим МN = BM  

ABCN - параллелограмм 

4 cпособ 

N 

О 

D 

С А М 

В 



1. Биссектриса AD треугольника АВС делит его медиану ВМ пополам.  а) 

Докажите, что площадь треугольника АСD вдвое больше площади  

треугольника ABD 

б) В каком отношении медиана ВМ делит биссектрису AD 

3х х 2х 

б)  Проведем DT BM. CT : TM = CD : BD = 2 : 1 (по теореме о пропорциональных отрезках)  

Пусть МТ = х, СТ = 2х; АМ = МС = 3х; 

АО : ОD = AM : MT = 3 : 1 (по теореме о пропорциональных отрезках) 

2 способ 

АО 3 
= . 

OD 1 

АО 1 1 
∙ ∙ = 1; 

OD 3 1 

АО DB CM 
∙  ∙  = 1;  

OD BC  AM 

1 способ 

б) По теореме Менелая для ΔАСD и секущей МВ: 

T 

О 

D 

С А М 

В 

АО 3a 3 SΔAOB 

ΔBOD 
=  =  =  

OD S  a  1 
3а 

3а 1 1 
SΔAOB  = SΔAOM  = SΔABM = SΔCBM = 3a; 

2 2 
5а 

а 
Пусть SΔBOD = а, тогда SΔМODС = 5а 

SΔBOD 

S ΔBMC 

BO BD 1 1 1 
=  ∙  =  ∙  =  .  

BM  BC  2  3  6 

y 

2y 

3 способ 

б) 

О 

D 

С 

В 

М А 



4 способ 

Ответ: б) 3 : 1 

б) На продолжении медианы ВМ за точку М отложим отрезок MN = ВМ  

АВСN - параллелограмм  AN = BC 

ΔBOD ΔNOA (по двум углам): АО : ОD = AN : BD = BC : BD = 3 : 1 

N 

О 

D 

C 

B 

М 
A 



2. 

Ответ: б) 9 

= 9 ∙ 
9 1 

10  4 
∙ SΔABCD 

 SOENC = SΔBOC = 
10 

= = 
2,5y ∙ 4x 10 S ΔBOC 

= 
SΔBEN 0,5 ∙ BE ∙ BN ∙ sin NBE y ∙ x 1 9 

0,5 ∙ BO ∙ BC ∙ sin NBE 

ВО = 2,5у 
DE AD 4 

б) ΔBЕN  ΔDEA (по двум углам)     
ВE 

=   
BN 

=  
1 

 BE = y, DE = 4y, BD = 5y; 

Таким образом, ВР = РQ = QM 
1 

3 
Значит, PQ = BM. 

ВР BN 1 1 

РМ AM 2 3 

1 

3 

ΔBPN  ΔMPA (по двум углам)  = =  BP = BM 

a)  O - середина BD  Q - точка пересечения медиан ΔABD    QM = BM 

2х 
2х 

O 

Q 

P 

М A D 

B  х N 3х  C  

E 



B  х N 3х C 
0,5b 

10b = 20, b = 2; SOENC = 4,5b = 9. SΔABC = 0,5SΔABCD = 20; 

4,5b 

SΔВОС = SΔАОВ = 5b. Тогда, SOENC = SΔBOC - SΔBEN = 5b - 0,5b = 4,5b. SΔBEN = 
1 

4 
SΔABE = 0,5b. BO - медиана ΔАВС, 

SΔABE AE 4 
= = ; 

2b 

3b 

Пусть SΔABE = 2b, тогда SΔAОE = 3b 
SΔABE 

SΔAOE  

SΔBEN 

BE 2 

EO 3 

EN 1 

= = . 

3a 

2a 

1 

5 
BD = 2a; EO = BO - BE = 3a 

4х 

2 способ 

Ответ: б) 9 

б) Пусть BD = 10a 

ΔBЕN  ΔDEA (по двум углам)  BE = 

O 

E 

A D 

2. 



B  2y N _y C 
Q 

3. 

ΔFPL  ΔDPM  LP : PM = FL : MD = 2 : 3 

Так как  KM BD, то NQ : QK = LP : PM = 2 : 3. 

Ответ: б) 2 : 3 

MD =  AD =  ∙ 3BC = BC  
3  3 

2 1 1 
ΔFDL  ΔBDC  FL = BC; 

3 

б)  BD ∩ KN = Q, BD ∩ LM = P; KL ∩ BD = F;  

AK : KB = DL : LC = 2 : 1   KL AD 

NL ≠ KM 
2 

ΔAKM  ΔABD  KM = BD; 
3 3 

Значит, KMLN - трапеция. 

1 
ΔCNL  ΔCBD  NL = BD; 

 NL KM 
a)  CN : CB = CL : CD  NL BD  

AK : AB = AM : AD  KM  BD 

2b 

b 

2a 

a 

х 2х 

F 

P 

L K 

М A D 



4. 

SCMPQN 

SABCD 

= = 

2S 

Тогда SCMPQN = SΔBCD - SΔBPM - SΔDQN = 3S - S = 2S; 

0,5S 

SΔDQN 1 

2 
 SΔDQN = SΔAQD = 

S  

2 
. 

0,5S 

 SΔBPM = SΔABP = 
S QN 1 

2 AQ 2 

2S 1 

6S 3 

; = = 
PM 1 1 

AP 2 2 

SΔBPM 

SΔABP SΔAQD 

= = 

S 

S 

S 

б) Пусть SΔABP = S; AP и AQ - медианы ΔABQ и ΔDAP соответственно  SΔDAQ = SΔPAQ = SΔABP = S 

Ответ: б) 1 : 3 

2 

1 
Аналогично из подобия ΔDQN  и ΔBQA: DN = CD 

1 1 
 BM = AD = BC  M - cередина ВС 

2 2 

= = 
BM PB 1 

AD PD 2 
а) ΔMPB  ΔAPD (по двум углам)  

N 

Q 

M 

Р 

C 

A 

 N - cередина DС 

D 

B 



5. Диагонали выпуклого четырехугольника АВСD пересекаются в точке Р. В  

треугольники АРВ, ВРС, СРD и APD вписаны окружности с центрами О1,  

О2, О3, О4 соответственно. 

а) Докажите, что прямые О1О3 и О2О4 перпендикулярны 

б) Пусть прямая О1О3 пересекает стороны АВ и CD в точках M и N 
соответственно. Найдите отношение площадей треугольников СРN и  

DPN, если около четырехугольника ABCD можно описать окружность и  

АМ : МВ = 1 : 2. 

Ответ: б) 2 : 1 

SΔCPN 

= 
SΔDPN 

NC 2 
= 

DN 1 

DN АМ 1 
  =  =  ;  

NC  МВ  2 

= 
AP DP 

PB PC 
По теореме об отрезках пересекающихся хорд: AP ∙ PC = DP ∙ PB  

и = = 
АМ АР DN DР 

МВ РВ NC РC 

2x 

x 

б) По свойству биссектрисы: 

a) O1 - точка пересечения биссектрис ΔАВР 

Так как биссектрисы вертикальных углов лежат на одной  

прямой, то прямые O1O3 и O2O4 пересекаются в точке Р. 

O1РO4  = 90° (угол между биссектрисами смежных углов) 

N 

М 

О 4 

О2 

О3 

О1 

Р 

B 

A 

D 

C 




